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概要
距離付け可能な副有限集合による δ-環上の”導来圏”の候補を (light) condensed mathematics

を用いて与える.それが,その位相空間上の層に対応することを明らかにした.

1 導入
まずは, P.Scholze と D.Clausen により導入された新しい枠組みである (light) condensed

mathematicsに説明する ([LCM]や [AnStk]).これは,距離付け可能な副有限集合上の層の理論で
ある.とくに重要なものとして,以下の 2つが存在する:

Cond := Shveff(ProFin
light, Set), CondAb := Shveff(ProFin

light,Ab).

具体的には, Condは,以下をみたすような関手 (ProFinlight)op → Set全体である (CondAbについ
ても同様である.):

1. F (∅) = ∗である.

2. 任意の S1, S2 ∈ ProFinlight に対して, F (S1 t S2) = F (S1)× F (S2)が成立する.

3. 任意の ProFinlight での全射 S1 → S2 に対して, F (S2) = eq(F (S1) ⇒ F (S1 ×S2 S1))が成立
する.

Cond は収束性の備わった集合と見做すこともできて, condensification という関手 Top 3 T 7−→
Cont(−, T ) ∈ Condにより,距離付け可能なコンパクトハウスドルフ空間を忠実充満に含んでいる.

また, CondAbは Condに (abel)群作用の入ったものである.この内で収束性と総和可能性が一致
するような充満部分圏を Solid と表す. 実際, Solid に,実数体 Rは含まれず, p-進整数環 Zp や整数
環 Zは含まれる.

更に, Solidには ⊗■ という対称モノイダル構造が存在して, これは通常のテンソル積に対して,位
相構造が含まれたものと見做すことができる.

これの Zp-加群の nuclear対象を D とする.これは,つまり,以下のような (∞-)圏である:

D(SolidZp) := {M ∈ D(Solid) | M ⊗L■ Zp ' M},
D := Nuc(D(SolidZp

))) = {M ∈ D(SolidZp
) | M is p-complete and M/Lp is discrete}.
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ただし, D(Solid)は Solidの (∞-)導来圏を意味する.

次に, p-導分と呼ばれる自己写像を備えた環である δ-環について説明する.正確には, p-導分とは以下
をみたすような自己写像 δ : A → Aである:

1. δ(1) = 0である.

2. 任意の x, y ∈ Aに対して, δ(xy) = xpδ(y) + δ(x)yp + pδ(x)δ(y)が成立する.

3. 任意の x, y ∈ Aに対して, δ(x+ y) = δ(x) + δ(y) +
(xp + yp)− (x+ y)p

p
が成立する.

この例は Fp-代数のWitt環により得ることが出来る.更に, Frobenius射が同型となるような perfect

Fp-代数は,このWitt化により, δ-環に忠実充満に含まれる.

一方で, Frobenius 射が恒等的であるような p-Bool 代数は, Stone 双対により, 副有限集合と (反
対)圏同値である.これは,とくに Frobenius射が同型であるので, perfect Fp-代数であることに注意
する.これのWitt環でかけるような p-進完備な δ-環を Stone δ-環という.これは, δ-環 Aの p-導分
を用いて x 7−→ xp + pδ(x)で定まる Frobeninus liftが恒等射になるものと見做すこともできる.

これらの圏同値は具体的に以下の関手で与えられることに注意しておく:

(Stoneδ,∧)op 3 A 7−→ Homδ(A,Zp) ∈ ProFin,

ProFin 3 S 7−→ Cont(S,Zp) ∈ (Stoneδ,∧)op

2 主定理
1つ目に, Stone δ-環には p-進忠実平坦による位相を備えることで,以下の siteの同型を得た:

((Stoneδ,∧)op, τp-fpqc) ' (ProFin, τeff).

ただし,環の射 A → B が p-進忠実平坦であるとは,法 p還元により誘導される射が忠実平坦であり,

導来テンソル積 B ⊗L
A A/pが 0次に集中しているということである.

また, p-捻れのない p-進完備な δ-環は Stone δ-環による p-進忠実平坦な (標準的な)被覆をもつこ
ともわかった:

A → coker(Acoperf
ϕ̃−1−−−→ Acoperf)

∧
(p).

ただし, ϕ, ϕ̃は A,Acoperf の Frobenius liftであり, Acoperf は以下の余極限を意味する:

Acoperf = colim(A
ϕ−→ A

ϕ−→ · · · ) in Ringδ.

2 つ目に, 以下に沿って, 距離付け可能な副有限集合 S 上の”構造層”を定めた. ここで, A を
Cont(S,Zp) とすると, 先の対応を以て, (Stone) δ-環の構造をもつ. また, DA を ModA(D) =

{M ∈ D | M ⊗L■ A ' M}とする.

Closed(S) 3 K 7−→ Cont(K,Zp) ∈ Idem(DA)
op

という関手は有限余極限と極限と交換する.これにより, Zp-値の関数環を与える”構造層” (=DA の
可換代数対象の層) O を得る.これを用いて,以下の関手を得る:

DA 3 M 7−→ (K 7−→ M ⊗L■
A O(K)) ∈ ModO(Shv(S,D)).



これは, S の開集合 U に対して, fib(A → O(S \ U))がModO(Shv(S,D))の”生成子” hU に写るの
で,主定理の以下の (∞-)圏の同型を得る:

DA ' ModO(Shv(S,D)).

これを推し進めることで, δ-環の”幾何学的対象”について研究していきたい.

参考文献
[LCM] Dustin Clausen and Peter Scholze, Lectures on Condensed Mathmatics, available at the

website [LCM] (2019)

[AnStk] Dustin Clausen and Peter Scholze, Analytic Stacks, available at YouTube [AnStk] (2024)

https://www.math.uni-bonn.de/people/scholze/Condensed.pdf
https://youtube.com/playlist?list=PLx5f8IelFRgGmu6gmL-Kf_Rl_6Mm7juZO&si=hEDdnB9eKfvka-pn

	Æ대웾
	¼쓪Í�

